
1．ま　え　が　き

　一重周期関数である三角関数に対して，楕円関数は二

重周期関数，すなわち周期を二つ持った有理型関数とし

て定義される．楕円関数はこれまで物理や工学の分野で

は，たとえば有限長ソレノイドのインダクタンス算出式

の長岡係数に，振り子の等時性の記述および電荷重畳法

による電界計算等に広く応用されてきたが，一般に敬遠

されがちな傾向にあることも否めない．本稿では，楕円

関数の電力分野における応用例，とりわけ電力ケーブル

関連での等角写像への活用の現状と今後の展望について

紹介する．現在のコンピュータによる数値計算の主流の

中にあって，敢えて「計算の代わりに思考する」という

リーマンの根本原理 1）に立ち戻って，楕円関数による

解析の有用性とそのシンプルでエレガントな美しさを再

認識したい．

2．楕円関数について

　楕円関数の誕生は 1827 年といわれ，19 世紀に多くの

数学者によって盛んに研究され「19 世紀数学の華」と

言われた 2）3）．楕円関数は広義には楕円積分も含まれ周

期を二つもった有理型関数，すなわち二重周期関数とし

て定義される．

　本稿で扱う楕円積分と楕円関数を図 1 に，一般的な定

義を図 2 に示す．一方，これまでわれわれが慣れ親しん

できている三角関数は 2 πという周期を一つもつ一重周

期関数である．従って，三角関数と楕円関数の共通点は

周期関数であることにある．昭和 11 年の竹内端三氏の

名著「楕円関数論」2）の緒言の一節には次のように書か

れている．

　「………いつまでも楕圓函數を敬遠して居るべきでは

あるまい，理論上にも實用上にも之を恰かも三角函數の

如くに自在に利用して然るべきである」と．

3．楕円関数の物理・工学への応用例

　身近な例としては有限長ソレノイドのインダクタンス

を求める式に長岡係数として使われている 4）．また，力

学における振り子の等時性の運動の記述 5），流体力学や

航空力学における平面翼の揚力に対する風洞壁の干渉や

地面効果 3）にも楕円関数が用いられている．

　現代では，通信ケーブルおよび電線の特性解析 6），板
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　This paper deals with the current state and future prospect of applications of elliptic function to the electric 
power and energy field. In particular, practical use of conformal mapping technology by elliptic function is 
introduced for electric power cables.
  Returning to Riemann's basic principle of“thinking instead of calculation”, against the main current of 
numerical calculation, we have a new understanding of elliptic function analysis for usefulness and the attraction 
in terms of simplicity and elegance.



状電荷重畳法による外円筒同軸系の電位分布および静電

容量計算７）並びにマイクロ波理論における矩形同軸線

路特性インピーダンス計算 8）9）にも楕円関数による等角

写像が用いられている．また，金属表面めっき技術にお

けるハルセル（Hull Cell）の電流分布計算 10），図 3 に

示す戸田格子の解析 11）や暗号理論 12）にも楕円関数が利

用され脚光を浴びている．

4．楕円関数の電力分野への応用の現状

　4．1　電界計算への応用　　

　電荷重畳法や表面電荷法で回転対称場の問題を解析

しようとすると，リング電荷を用いるため，必ず第一

種，二種完全楕円積分を計算しなければならない．この

完全楕円積分の高精度計算手法が提案されてきている 13）．
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省略語・専門用語リスト

省略語・専門用語 　正式表記 説　明　

リ　ー　マ　ン 　Georg Friedrich Bernhard Riemann 人名，19世紀を代表するドイツの偉大
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　な数学者．創出されたリーマン幾何学は
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　アインシュタインの一般相対性理論の基
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　盤となったことで有名である．

ケーブルコア 　Cable Core ケーブルの導体・内部半導電層・絶縁体・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　外部半導電層までの半製品．

C V ケ ーブル 　Crosslinked Polyethylene  架橋ポリエチレン絶縁ビニールシースケ
　　　　　　　　　                    Vinyl Sheathed Cable　　　 ーブルの略．絶縁体材料が架橋ポリエチ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　レン．導体・内部半導電層・絶縁体・外
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　部半導電層・シースが同心円状となって
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　いる．　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　
扇形ＣＶケーブル 　Crosslinked Polyethylene Vinyl 　　　　  導体・内部半導電層・絶縁体・外部半導
　　　　　　　　　Sheathed Cable with Sector 　　　　　   電層・シースが扇形のＣＶケーブル．形
　　　　　　　　　Form Core　　　　　　　　　　　　　　    状は非回転対称体となっている．

ワイヤーシールド 　Wire Shield ＣＶケーブルの外部半導電層と最外層の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　シース間に設ける金属遮へい層で，多数
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　本の銅線がらせん状に巻かれたもの．

図 2　楕円関数の一般的な定義
Fig. 2. General definition of elliptic function.

図 1　楕円積分と楕円関数の分類
Fig. 1. Classification of elliptic integral and elliptic function.

＊積分範囲が0～1の場合を完全楕円積分という。 
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f（z + Ω）= f（z），Ω = kω + k’ω’ 
 （k，k’= 0，±1，±2，……） 

f（z）is doubly periodic function with fundamental  
periods of ω and ω’．（elliptic function） 

Fundamental periodic parallelogram



　4．2　等角写像による二次元抵抗値計算の基本過程

　任意形状の二次元抵抗値の等角写像による計算方法を

図 4 に示す．任意形状の単連結抵抗領域の周辺に任意の

二つの電極が取り付けられた場合の電極間抵抗値は，逐

次写像により最終的に長方形領域に写像され，対向する

平行電極間抵抗値となる．複素上半平面からこの長方形

領域に写像する働きが第一種楕円積分であり，逆に，長

方形から上半平面に写像する働きが，その逆関数である

Jacobi の楕円関数である．リーマンの写像定理「複素平

面上の二つの任意の単連結領域間には 1 対 1 に等角写像

する解析関数が必ず存在する」によれば，単連結領域で

表せるすべての問題はその解が統一的に次のシンプルな

一つの式で表されることを示している．

　　　R ＝ C × K’/K　・・・・・・・・・・・・・（1）　
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図 4　等角写像による二次元抵抗値計算の基本過程
Fig. 4. Conformal mapping process of resistance value calculation of two-dimensional regions.

　ここに，C：定数，K，K’：母数ｋ，補母数ｋ’に対

する第一種完全楕円積分　　　　　

　この電流界での計算は熱流体や流体での計算にも適用

できる．以下に応用例を述べる．

　4．2．1　電流界（電気抵抗）への応用　

　電力ケーブル分野への応用例を述べる．

　（1）ＣＶケーブル半導電層抵抗率の新規な測定方法 14）

　図 5 に示すようにケーブルコアの状態で，外部半導電

層の抵抗率ρをコアの端部に触れるのみで，非破壊で測

定する簡便な新しい方法が提案されている．この証明の

過程で，円筒状半導電層が平面に展開され，いくつかの

写像を経て図 4 に示す長方形領域に第一種楕円積分によ

り写像され，問題が解かれた．さらに，微分・位相幾何

学的観点から，この新測定法は扇形ＣＶケーブルのよう

楕円関数の電力分野への応用の現状と展望

図 3　最近の代表的な楕円関数応用例
Fig. 3. Recently applied examples of elliptic function.

［力学系］ 
　　◎戸田格子：非線形波動、ソリントン 

［社会現象］ 
◎交通流モデルと戸田格子の不思議な関係 
「車の交通流」と「バネで繋がれた質点系」の共有解 

［電気応用］ 
◎金属表面メッキ技術： 
ハルセル（Hull Cell）の電流分布計算 

［情報通信］ 
◎暗号理論：楕円曲線暗号理論 
◎通信ケーブル・電線の特性解析：等角写像 

非線形相互作用を行うバネでつながれた 
質点の記述 
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な非回転対称体の半導電層へも拡張できると報告されて

いる．

　（2）電力ケーブル付属品の一構成物の抵抗値計算 15）16）

　電力ケーブル機器のある種の電気回路の一部には直方

抵抗体と見なせる構成要素が入る場合がある．この回路

のインピーダンスを求める場合，まずこの直方抵抗体の

直流抵抗を求めることが必須である．図 6 に示す直方抵

抗体の両端面上のある種の任意電極間抵抗値の上界の近

似値をクロス柱抵抗体の抵抗値として推定している．こ

の計算に第一種完全楕円積分と Jacobi の楕円関数が使用

されている．その写像過程の一部が図 7に示されている．

　4．2．2　熱流界（熱抵抗）への応用　　

　電力ケーブルの許容電流設計には各部の熱抵抗計算が

必須となる．　　

　（1）CV ケーブルの熱抵抗計算 17）

　ワイヤシールド層を有する CV ケーブルで，ワイヤ

シールド間に空隙が存在する場合は，半径方向の熱流分

布はワイヤシールド部と空隙部では不均一となる．この

ワイヤシールドへの熱流の集中を反映した熱抵抗計算方

法が提案されている．

　（2）直埋ケーブルの土壌熱抵抗計算 18）

　線状発熱体に対して適用される Kenelly の式が適用で

きない帯状の面状発熱体に対して，第一種完全楕円積分

を用いた等角写像により熱抵抗計算式が導出されている．

　　4．2．3　流体の流れ（透湿抵抗）への応用　　

　ＣＶケーブルの水トリー劣化対策として適用されてい

る金属ラミネート遮水シースの透湿係数計算式へ応用さ

れている 19）．この金属ラミネートシースの遮水効果を

定量的に表す指標として，シース部とラップ部の透湿係

数がそれぞれ定義され計算式が与えられている 20）．こ

のうち，シース部の透湿係数（Ｇｓ）の式はその導出過

程が必ずしも明確でない．そこでＧｓの理論計算式に楕

円積分と楕円関数を用いた等角写像を応用し，新たな式

が導出されている．

図 6　直方抵抗体 ( 左 ) とクロス柱抵抗体（右）
Fig. 6. Rectangular column resistor and 

cross column resistor.
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図 5　CV ケーブル半導電層抵抗率の新測定法の提案
Fig. 5. Newly proposed measuring methods of resistivity.

図 7　図６右図の交叉直方抵抗体Ａ，Ｂの抵抗導出の
写像過程

Fig. 7. Calculation process of resistance for 
rectangular column resistor A & B.
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5．今後の展望

　不思議な魅力をもつとされる５）楕円関数，その応用

の今後の展望については，大きな二つの流れがあると筆

者等は考えている．

　5．1　複素変数関数としての応用から微分・位相幾

　　　　 何学的側面からの応用へ

　まず，古典的な応用例に見られる実変数関数の扱いか

ら現代の複素変数関数としての応用を経て，今後は楕円

関数の微分・位相幾何学的側面２１）からの応用も期待さ

れよう．例えば，他の物理の分野（素粒子論）における

超ひも理論では，素粒子の生涯の顔が楕円関数のリーマ

ン面と同一になると言われている２２）．工学の分野にお

いてもこのようなアプローチが出てこないものであろう

か．そこまではいかないまでも，ポテンシャル論におけ

る境界値問題として図８に示す Dirichlet and Neumann 

の問題の応用例も少なくないであろう．Dirichlet 問題２３）

とは，単連結領域において Laplace の方程式を満たすい

わゆる調和関数において，境界で指定された値をとるポ

テンシャル関数を求めることである．また，Neumann

の問題２３）とは，境界において法線方向の偏導関数が指

定された値をとる関数を求めることである．これらの問

題に，楕円関数を用いた等角写像による解法が適用でき

る．もちろん熱流，流体の流れの問題にも適用可能である．

　5．2　非線形問題への応用へ

　戸田格子（非線形波動，ソリントン）の運動方程式

の解析解を楕円関数を用いて初めて導出した戸田盛和氏

は，その著書「楕円関数入門」５）の前書きで，次のよ

うに述べている．

　「三角関数，双曲線関数，調和関数，ベッセル関数な

どの特殊関数は，今までに広く使われてきたが，それは

多くの場合，重ね合わせの効く方程式の解を求める問題

に関してであった．漸化式，加法定理なども多くは線形

である．一方，楕円円関数は非線形の加法定理をもち，

重ね合わせの効かない問題に広い応用をもつもので，現

在における非線形の問題を発展させるためには，楕円関

数の性質から学ぶことが多いと考えられる．」

　理工学の分野や社会現象などにおける非線形の諸問題

の重要性が，最近ますます認識されるようになってきて

いる．今後，楕円関数の非線形問題としての戸田格子方

程式以外に，重ね合わせの効かない非線形問題への応用

が期待されよう．

6．む　す　び

　リーマンの根本原理「証明は計算ではなく単に思考に

よって片付けるべきである」すなわち「計算の代わりに

思考する」という証明の方法の根本的改革が 1897 年の

ヒルベルトの著「数論報告」の中で明確に言及されてい

る 1）．現在のコンピュータによる数値計算（ブラックボッ

クス化）の主流の中でこの思想があらためて再認識され

てこよう．本稿で扱った手法はその意味で問題の計算過

程を単なる数式の変形あるいは数値処理としてとらえる

のではなく，幾何学的（図形的）プロセスを経て解いて

いくもので，「計算の代わりに思考する」を受け継いだ

ものである．さらに，①解がシンプルな式で統一的に表

せる，②母数ｋがある範囲では市販の数値表を用いて手

計算で簡単に計算できるので，設計や現場での計算に適

しているなどの特長がある．数学誌「数学のたのしみ」24）

の中で戸田氏は「楕円関数をめぐって」のフォーラムを

次の言葉で結んでいる．「楕円関数に習熟すれば，面白

い世界がいくらでも広がるだろう．」
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図 8　Dirichlet and Neumann の問題（寺門ノートより）
Fig. 8. Dirichlet and Neumann problem. 
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